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論文
市場需要関数について
神 保 郎
消費の理論にあっては，効用指標に総計や個人間の比較は出来ないから，先
づ個々の消費主体に関する需要関数を導出して，その総計により市場需要関数
を導くのが普通である。また個々の主体について，分析された需要関数の特性
が，やはり市場需要関数に保存されているのが期待されており，それ故に消費
行動の理論の中心が個々の主体の分析に当てられているのである。
ところが， 2人2財モデルを考え，効用指標関数 U;(i=l,2)が U1(功，ダ2)
＝功， uz(xi,x2) =ゎ（ただし， X1,約は財の消費量）であるとすれば，この 2
人に初期保有量がどのように配分されているか，それぞれの財の価格がどのよ
うに与えられるかにより，両者の需要量を合計した市場需要関数は全く異なっ
たものとなるであろう。以下で個々の消費者需要関数の特性が市場需要関数に
保持される条件をさぐる事にしよう。
先づ個々の消費者について需要対応を導出する。だは l次元ユークリッド
空間であり，その非負象限を R+1,で示すこととする。 X とPはxER/,pE
R./であって，それぞれ財ベクトルと価格ベクトルであって特にことわらない
限り列ベクトルとする。財は l種類存在し，消費者は H人とする。それぞれ
のベクトルにダッシュをつけて行ベクトルとすると，この消費主体が直面して
いる問題は次のように示すことが出来る。
p'x=Mh 
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xEX~R+1 
XLO 
の制約の下で
Uh(X) 
を最大にする。砧は第 h番目の消費主体が所得， Xは消費可能集合幻は第
h番目の消費主体の効用指標関数である。 Uh;=
8Uh 82Uh 
ax, , Uh/;= 紐沿1 であるとし，
??????
??
? ? ? ?? ????
とすれば， iがラグランジュ乗数であれば
ux=-lp 
p'x=M 
が得られ，これを解いて需要対応
x=x(p, M) (2) 
をうる。ただし混乱の無い限り簡単の為に添字 hを省いた。 さて，ここで選
(1) 
好が homotheticであると仮定しよう。ここで homotheticな選好とは需要
対応が x(p,pM)=px(p'M)となる場合である。
補助定理1
homotheticな選好を持つ需要関数の所得弾力性は 1である。
証明
ax(p, M) 
=x(p. 1) 
x(p, M) = -aM . M 
したがって
(3) 
ax(p, M) 
aM ax(p, M) aM 
x(p, M) -x(p, fi訂 -1
M 
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冒l
次に選好が homotheticな場合には均衡の一義性が保証されるのを証明す
るために，ゲール性の定義から始めよう。（〔3〕， p.208) 
定義1
Hが正方行列であり， Tは H・と同じ位数であって対角要素が+1かー1で
他はゼロとなっている行列である。 V が非負の列ベクトルを示すものとすれ
ば，どんな THTv~O の解が v=O の場合のみであるとき， H はゲール性を
持つと言う。
補助定理2
各財に対する需要対応工はそのヤコビアン J(P)が存在しゲール性を持つ
時，消費者均衡は一義的であり，需要関数となる。
証明は (3)pp. 207-214 
定理1
選好が homotheticである時，需要は関数で示される。
証明
(1)式からスルッキ一方程式を求めると
Udx-pが=.:l.dp
p'dx=dM-x'dp 
???ー
?
?
…?
?•• ．．?
…
? ?
?
? ??
???
である。
これを行列を使って表現すれば
戸） [dx]=[ Xdp) 
p'0 -d.l dM-x'dp 
[ dx ]・= (up「(,.ldp 
-d.l p'0 . dM-x1dp) 
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=(p'U-lp)-1 ( 
X (入dp
dM-x'dp] 
CP'u-lp) u-1cu-1p)(u-lp)I 
cu-1)' 
U-lp 
-1 1 
これを整理すれば
ax -=XM=(p1U-1p)-1U-1p=X (4) 
aM 
oA -=伍=(p1U-1p)-1 . (5) 
aM 
ax 
(4)式で―-=Xとなるのは選好が homotheticであるからである。
aM 
次に所得を一定としておいて価格を変化させればスルッキー行列を得る。
ax -=S=入(p'U-lp)-l(p'U—1p)U-1-A(p'U—'p) 一'Cu-'p)(u-1py oP 
-(p'U—lp) 一'U—lpx'
=AU→ -AXM(U—1p)-xMx' 
=AU-1-入XMXM1AM-1-xx1
ここで J..U-1-J..xMふ/J..M―1は代替項であって対称行列でかつ半負値定符号
である。一方，ーxx'は所得項であって列ベクトルに同じ行ベクトルを掛け合
せたものであるから対称行列である。したがって，行列Sは対称行列である。
Sはゲール性を満足し，補助定理2により，選好が homotheticな場合は均
衡は一義的であり，需要は関数で示される。 ． 
市場需要関数と消費者のそれとの関係で一番強い仮定を設けたのはアントネ
リーである（〔 1〕)。定理2はそれにもとづいたものである。
定理2
所得の分配 M1;・・,MHが与えられており，選好が homotheticであれば，
H 
市場需要関数X=:Exhは消費者需要関数と同じ性質を持つ。
h=I 
証明
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H H 
X(p, M1, M2,・・・, M砂＝詞(P,Mh) =¢(p, 1) "J2Mh ==r/J(p, 四Mh)=xh(P,
h=l h=l 
~Mb) 
ただし x戸 if, h=l, 2, …， Hであって全ての消費主体に関して需要関数が
等しくなければならない。
定理3
各消費者の需要関数が異なる場合は，市場需要関数
H 
X(p, M)=江x,,(P,ahM) 
h-1 
Ci,h~o. I;ah=l 
h 
は次のような 1次同次の効用指標関数から導かれたものである。
U(x) =max n(u(ふ））a,h 
Xh 
x=I:: x,. 
Iヽ
証明
■ 
(6) 
(7) 
消費主体が 2人の場合について，個々の主体が，選好の最大化を別々に行っ
て，その需要量を合計したものと， (7)式が市場所得制約の下で最大化を行って
も，結局は等しくなるのを証明すればよい。 H人の場合についての一般化は容
易に行われる。先づ個々の最大化の場合を (I)とし，市場での最大化の場合
を (II) とする。そうすると
(I) p・X戸佑M の下で maxu心）
XI 
P・X戸叱M の下で maxu2(ゃ）＇
x2 . 
(IT) p・（ふ＋ふ）=Mの下で
max Cui(ふ））a,J (U心））a,2 
:r I :r2 
さて，問題 (I)の最適解が (x1,ふ）であり，問題 (Il)の解が（ふ，ふ）
であるとしよう。
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<t,.M 屯M
佑＝ー,:-'02=― p X1 PX2 (8) 
とおけば p(fJふ +8ふ）=81P1ふ+82Pふ＝（佑＋屯） M=Mとなるので 81ふも
{}ふも feasibleである。ふとふが最適解であるから
(u1 (x1))tX,1(u2(X2))咋 (u1(8ふ）a,!(u;({}ふ））tX,2 
=fJ1,x,J{J2,x,2(U1 (.ふ））a,1Cu2Cふ））a,2 
しfこがって不等号が成立するためには ~la,lfJ2,x,2~1 でなければならない。 81 の
それぞれの値を代入すれば
（立）,y,J. (立 ,Y,2
P・ふ P・xJ ~l 
心年（且-}"'Iは）l2 
pふ ， P・ふA~1 
したがって
炉 ct2心（嗜）Oil (苧）Ol2 =(誓(1-岱）1-叫
pふ
M =zとおけば上の式は
,fr(z) =z"'1 (1-z)1~"'! 
となり z=ct1で
炉(z)=O
となる。 ,fr"(z)<Oであるから z=がで少は最大となる。すなわち
pふ・
佑，pふ =ct湛i,Pふ＝叱M＝ M 
であり， 0戸舵=1でなければならない。 したがって（ふふ）．は (I) の場
合に feasibleであり，同様にほi,X2)も (II)の場合に feasibleとなる。
このことは
U1(ふ）~U1(ふ）
U2(X2)~u2(ふ）
を意味し，同時に
(u1(ふ））a,1(a2(ふ））a,2~(u1 (x1))"'1(u2(X2))1112 
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が成立しなければならない。そのためには U1(X1)=ui(ふ）， U2(X1)=u2(ふ）で
なければならず，両者の最適値は一致する。この場合，消費者需要関数とその
合計である市場需要関数には矛盾はない。
■ 
市場需要関数の導出は必ずしも単純ではなく，多くの仮定の下に始めて可能
である。したがって十分な注意の下に，これらを取扱わねばならない。
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